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Rezumat

In teoria functiilor de o variabila reala exista multe rezultate referitoare la inegalitati
diferentiale (adica inegalitati care contin functia si derivatele sale), iar acest domeniu al ine-
galitatilor diferentiale s-a dezvoltat abia in ultimii gasezeci de ani. Pentru cei interesati in a
studia inegalititile diferentiale, relativ recentele monografii ale lui Lakshmikantham si Leelal,
Protter si Weinberger? si Walter® le sunt recomandate cu calduré.

In teoria functiilor complexe exista multe rezultate in care caracterizarea functiilor analitice
este data de catre anumite inegalitati diferentiale. In acest sens mentionez numai binecunoscutul
rezultat al lui Noshiro*-Warschawski®-Wolff®: daca f este o functie analitici in discul unitate U,
atunci

Ref'(z) > 0, 2 € U = f este univalentd in U.

Ulterior acestui rezultat referitor la o implicatie diferentiald de ordinul intai, astfel de
implicatii apar numai in doua articole si anume cel din 1935 a lui G. Goluzin” si cel din 1947 de
R. Robinson®.

In teoria geometrica a functiilor (TGF') aproape toate proprietatile geometrice ale functiilor
sunt date de catre anumite inegalitati diferentiale, care sunt inegalitati ce leaga functia analitica
data si derivatele sale. Inegalitatile diferentiale din planul complex reprezinta de fapt inegalitati
relativ la partea reala sau cea imaginara, sau la modulul unei functii complexe sau a derivatelor
sale (in special cele de ordinul unu sau doi).

Primul articol referitor la metoda functiilor admisibile a aparut la sfargitul anilor 1970 si se
refera la inegalitati diferentiale de ordinul doi in planul complex (a se vedea’), in timp ce al
doilea articol a aparut in 1981 (a se vedeal?).

Numeroase aplicatii si extinderi ale teoriei subordonarilor diferentiale au aparut in ultima
perioda, in diferite domenii, cum ar fi: ecuatii diferentiale, ecuatii cu derivate partiale, teo-
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ria functiilor meromorfe, teoria functiilor armonice, teoria operatorilor integrali, functii de mai
multe variabile complexe. Ca monografii remarcabile recent aparute in teoria subordonarilor si
a superordonarilor diferentiale ag mentiona cartile [1], [2] si [3].

Aceasta teza de abilitare este o selectie cuprinzand cele mai importante contributii ale au-
torului din ultimii 13 ani in teoria subordonarilor si superordondrilor diferentiale, precum si ale
aplicatiilor acestora in studiul functiilor univalente sau a celor multivalente. Mai mult, aplicatiile
din teoria operatorilor integrali analitici si a operatorilor diferentiali analitici pe spatii de functii,
ocupa un rol important in aceasta teza.

Primul capitol al tezei intitulat Sandwich-Type Theorems for Analytic Operators contine
la inceput rezultatele clasice referitoare la acei operatori I : K — H(U), K C H(U), care verifica

9(z) < f(z) = 1(9)(z) < 1(f)(2),

si care sunt denumiti operatori care conserva subordondarile. Mentionez ca aproape toate re-
zultatele din acest capitol sunt exacte, in sensul ca in ipotezele date acestea nu mai pot fi
imbunatatite.

Al doilea articol care a aparut in acest sens (dar primul in ordine cronologica a datei aparitiei)
a fost publicat de catre autor, iar aceste rezultate combinate cu cele referitoare la operatori
care conserva subordondrile au permis obtinerea asa-numitor rezultate de tip sandwich pentru
operatori integrali de forma

2 18
Apy()(z) = [5;7/0 fﬁ(t)ﬂldt] , BiyecC.

Aceste studii au fost continuate cu cele referitoare la rezultate de tip sandwich pentru opera-
tori integrali ponderati i operatori analitici generali care conserva superordondrile, in care sunt
studiate astfel de proprietati pentru operatori de forma

Tslf] [ / ) ()dt]w

e(p(2), 2p'(2)) = a(p(2)) + B(p(2)) (2P (2))-
As dori sa subliniez ca aceste rezultate care au aparut nu cele mai inalt cotate reviste sunt citate
pana in prezent de peste 250 de ori.
Sunt studiati operatori care conserva superordonarile gi rezultate de tip sandwich pentru
operatori diferentiali de tip Briot-Bouquet generalizati, in urmatoarele doud cazuri, cand

P(p(2), 20’ (2)) = a(p(2)) + B(p(2))y(2p'(2))

i respectiv

sau
U(p(2), 20 (2)) = a(zp'(2)) + B(2p (2))7(p(2))-
Operatorii diferentiali de tip Briot-Bouquet joaca un rol important in TGF, in special in teo-
ria functiilor univalente, deoarece solutiile analitice ale ecuatiei diferentiale Briot-Bouquet sunt
strans legate de operatorii integrali Bernardi-Libera-Livingston. La randul lor, acesti ultimi tip
de operatori au fost studiati exhaustiv de multi autori si au un rol crucial in acest domeniu.
Foarte recent, am obtinut rezultate de tip sandwich pentru o clasa larga de operatori integrali

de forma 18
B+ "
A%E 11(z) = Lw) / et de| .

Cea mai importanta remarcid referitoare la acest ultim rezultat este cé instrumentul foarte
folositor al lanturilor Loewner care a fost utilizat in multe demonstratii a fost completat cu faptul
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ca aceste lanturi trebuie sa reprezinte o familie de functii. Altfel, demonstratiile nu sunt complete
iar un astfel de contraexemplu l-am prezentat la mai multe conferinte. Pornind de la acest ultim
rezultat (articol) mentionat, toate demonstratiile viitoare ale unor rezultate similare trebuie
sa urmeze pagii prezentati in demonstratia rezultatului principal din lucrare. Tindnd seama de
importanta acestui rezultat (in special a demonstratiei acestuia), demonstratia integrala din
articol este inclusa in teza (a se vedea Sectiunea 1.5).

Intr-un mod similar, am imbunatatit acest ultim rezultat cu un altul mai bun, intru-un
articol in colaborare cu N. E. Cho si H. R. Srivastava, iar acesta este prezentat in sectiunea care
urmeaza.

intr-o lucrare care a aparut in acest an sunt date rezultate de tip sandwich pentru operatori
integrali de forma

no B
e [ (f{mo)oon

Aceste rezultate sunt dificil de obtinut deoarece analiticitatea acestor operatori nu poate fi
obtinut ua printr-o aplicare directda a binecunoscutei Integral Fxistence Theorem a lui S. S.
Miller si P. T. Mocanu. Totodatad, ponderile care apar in acest caz sunt diferite de cele din
cazurile anterioare similare.

Acest capitol se incheie cu rezultate de tip sandwich pentru generalizari ale operatorilor
integrali Srivastava-Attiya, care sunt legati de functiile Zeta de tip Hurwitz-Lerch. Doresc sa
subliniez faptul ca desi ipotezele din rezultatul principal al lucrarii sunt simple, relativ slabe,
totusi acesti operatori conserva subordonarile si superordonarile.

Capitolul al doilea intitulat Applications to the Study of Analytic Functions, contine nu-
meroase aplicatii recente ale teoriei subordonarilor diferentiale (si/sau ale superordonarilor) in
studiul subclaselor de functii univalente si multivalente.

Astfel, in prima sectiune sunt date proprietati de incluziune si rezultate de tip sandwich
pentru subclase de functii p-valente definite cu ajutorul unui nou operator liniar Liu-Owa, adica

z a—1
Q3,/(2) = <p+a+ﬁ_1>;;/ <1—t> B1F() dt, dacka > 0, B> —1,
0

hﬁal [fl]( )

p"’ﬁ_l z
Qh,f(2) = f(2), dacd =0, B> —1.

Urmatoarea sectiune contine studiul unor clase de functii meromorfe definite cu ajutorul
unei transformari multiplicative de forma

LM A D) f(2) = (‘I’pTl*f)( ), unde <I>p’ —zp—i—Z[ k+p +l} 2k

S-au obtinut rezultate referitoare la incluziunile dintre subclasele considerate, sunt discutate
probleme referitoare la razele de incluziune gi este studiata comportarea imaginilor acestor functii
prin operatorul integral

z
C

Fype(F)(2) = o / Pl f(t) dt, (¢ > 0).

0

Intr-un articol recent am studiat rezultate referitoare la relatiile de subordonare existente
pentru o subclasa de functii meromorfe definite cu ajutorul operatorului de convolutie

m — 2 (p+ A\

k=n
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Sunt studiate proprietati de incluziune, probleme de raza si imaginile acestor functii prin ope-
ratorul integral

PP = 2 [0 wan seu (5> ),

Z(S 0
In cazul ambele ultimele sectiuni sunt date multe aplicatii interesante pentru anumite cazuri
particulare.

Studiul subclaselor de functii multivalente in conexiune cu generalizari ale operatorului Jung-
Shams, adica

z

1) a—1
W/(logj) f(t)dt, daca « >0,
0

b f(z) = 2IN(«)

) f(z) = f(z), dacd a=0,

este dat In urméatoarea sectiune. S-au obtinut numeroase proprietati ale produsului de convolutie
a doua functii apartinand acestor clase, mai exact informatii despre imaginea acestor produse
prin operatorul Ij. Cazurile particulare sunt foarte interesante, unele margini inferioare ale
functionalelor au fost obtinute cu ajutorul binecunoscutei leme a lui Wilken si Feng, iar rezul-
tatele nu sunt triviale ci chiar foarte greu de obtinut (dupd cum au mentionat reeferentii).

Urmatoarea sectiune se refera la subclase de functii multivalente in conexiune cu operatorul
diferentialo-integral generalizat

(k+p+D)T(p+1—N)
Q()\ap) — P k+p
— +er+1 Tktpt1—n ke

=2l oFi(Lp+1,p+1—Xz2)* f(2), z€ U.

Sunt discutate relatiile de incluziune, problemele de razid i proprietatiile imaginilor acestor
functii prin operatorul diferentialo-integral

Fp()() = 220 /0 () dt = (+kuﬁ;f,€+’f> « £(2)

=2l oFi(Lp+p,u+p+1;2) % f(2), z€ U.

De asemenea, sunt date multe cazuri particulare ale rezultatului general.

In ultima sectiune din acest capitol, pornind de la un rezultat cu privire la subordonarea
diferentiala Briot-Bouquet, am obtinut foarte recent doua teoreme referitoare la o clasa de
operatori generali care verificad o anumitd ecuatie fdiferentiala. Aceste rezultate generalizeaza
multe rezultate anterioare obtinute de numerisi autori iar pe alte cateva le corecteaza.

Aga cum am mantionat atunci cand am descris acest capitol, subliniez ca aproape toate
rezultatele incluse in acest capitol sunt exacte, in sensul ca in ipotezele date acestea nu mai pot
fi imbunatatite.

Capitolul al treilea intitulat New Results in the Geometric Theory of Analytical Functions,
contine céiteva din rezultatele referitoare la teoria clasica a functiilor univalente.

Astfel, In prima sectiune am dat cateva conditii suficiente si simple de stelaritate de un
anumit ordin, care generalizeaza si totodata sunt legate de unele din lucrarile anterioare ale
lui Li si Owa si respectiv Lewandowski, Miller gi Zlotkiewicz. Mai mult, folosind un rezultat a
lui M. Robertson, am extins unele din rezultatele binecunoscute ale lui Owa, Obradovi¢ si Lee.
Remarcam faptul ca toate aceste rezultate sunt foarte simple de folosit in anumite probleme
calculatorii si ipotezele pot fi foarte usor verificate.

In sectiunea urmaéatoare, folosind metoda subordonarilor diferentiale, sunt investigate relatiile
de incluziune dintre douasubclase de functii p-valente definite cu ajutorul operatorului Liu—Owa,
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adica operatorul Qg’p care a fost anterior mentionat. Sunt studiate proprietati ale imaginilor
acestor doud tipuri de functii printr-un operator integral, probleme de raza, iar toate marginile
si dominantele obtinute sunt cele mai bune posibile; rezultatele le imbunatatesc pe cele obtinute
de Liu.

In continuare, folosind metoda subordonarilor diferentiale, s-au abtinut anumite relatii de
incluziune dintre functii alfa-convexe de un anumit ordin si o clasa de functii de tip Bazilevié.
Sunt studiate conexiunile dintre doua subclase de functii analitice: prima, generalizeaza functiile
alfa-convexe, in timp ce a doua reprezinta o subclasa a functiilor de tip Bazilevié. Am prezentat
numeroase cazuri particulare care pot fi folosite foarte usor deoarece ipotezele sunt foarte simplu
de verificat.

Sectiunea urmétoare contine rezultate interesante despre subclase de functii multivalente
spiralate. Astfel, s-au studiat proprietati de convolutie ale functiilor spiralat-stelate si spiralat-
convexe iar anumite cazuri particulare sunt scoase in evidentd. Apoi s-au obtinut relatii de
incluziune si proprietati de convolutie pentru anumite noi subclase de functii p—valente definite
cu ajutorul operatorului Dziok—Srivastava. Mentionez ca aceste tipuri de rezultate pe care l-am
obtinut aici, care se refera la faptul ca anumite serii de puteri (adica functii analitice) nu au
zerouri 1n discul unitate pentru anumite valori ale parametrilor, au fost neglijate pana acum si
nu sunt cunoscute prea multe studii in aceasta diretie.

In ultima sectiune, care contine cele mai noi rezultate obtinute, am obtinut conditii generali-
zate care sa asigure stelaritatea i convexitatea anumitor functii analitice normalizate, rezultate
care le extind pe cele recent obtinute de Uyanik si Owa, iar mai mult, chiar si le corecteaza.
Deoarece demonstratiile articolelor mentionate mai inainte par sa fie neclare, noi am incercat
sa Imbunatatim si sa extindem anumite conditii simple de stelaritate si de convexitate pentru
functii cu coeficienti initiali care lipsesc. Folosind inegalititi integrale simple, am incercat s
generalizam unele rezultate anterioare care par a nu fi corecte (in principal, s& le corectam) si
am dat apoi cateva cazuri particulare interesante ale rezultatelor noastre. Metodele folosite aici
sunt utilizate frecvent in analiza complexa si in teoria operatorilor pe spatii de functii analitice:
printre altele, de exemplu, in obtinerea estimarilor pentru studiul local al operatorilor pe spatii
de functii analitice pentru functiile de una sau mai multe variabile, care contin expresii ale unor
derivate in definitiile spatiilor (a se vedea, de exemplu, unele lucrari ale lui S. Stevié¢). Deoarece
demonstratia pare a fi una deosebita, am inclus-o in teza.

Capitolul al patrulea are titlul Miscellaneous Contributions in the Theory of Univalent
Function. Prima sectiune este o icercare de a extinde unele rezultate referitoare la operatori
integrali de mediere pentru operatorii

1/8

z
s 1) = s [ 2700 O 0
Noutatea consta si in faptul ca, in demonstratia rezultatului principal, unde unul dintre punctele
de contact al frontierei a fost fixat iar lantul Loewner a fost definit cu ajutorul acestui punct.

Al doilea rezultat este legat de notiunea de cvasi-subordonare, si/sau magjorizare. Acest con-
cept este mai slab decat acel de subordonare, insa in anumite cazuri se pot gasi rezultate edi-
ficatoare in acest domeniu. Astfel, pentru a clasa de functii definite cu ajutorul transformarii
multiplicative

L@ =2+ 3 (E5) st (eci{phnen).
k=p+1

am dat un rezultat de majorizare intre doi operatori care apartin acestor clase de mai sus.
Rezultatele pot fi foarte ugor de aplicate pentru multe cazuri speciale, iar in particular am
obtinut si unele rezultate anterioare binecunoscute.
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Capitolul gi teza se incheie cu ultimul meu rezultat care reprezinta studiul mai multor pro-
prietati ale functiilor bi-univalente. Aceste functii au fost definite itr-o lucrare aparuta in Studia
Universitatis Babeg-Bolyai — Mathematica in 1986 iar mai multe articole referitor la aceste clase
au aparut recent. Am aratat ca aceste clase sunt invariante in raport cu anumite transformari
de baza, am gasit teoreme de acoperire, de deformare si de rotatie. Mai mult, avem o teorema
de ‘crestere’ si una de ‘crestere’ si rotatie. Am concluzionat ca In cazul in care conjectura lui
Brannan si Clunie ar putea fi demonstrata, rezultatele noastre ar da estimari mai bune. Pana
acum, nu sgtiu ca acest tip de investigatii sa fi fost facut pentru aceste clase.
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